Datenanalyse in der Physik

Vorlesung 4

Zentraler Grenzwertsatz und mehrdimensionale
Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen

Prof. Dr. J. Mnich

DESY und Universitat Hamburg

| |

A
LY Universitat Hamburg Datenanalyse in der Physik Vorlesung 4 —p. 1

Der zentrale Grenzwertsatz

Der zentrale Grenzwertsatz ist der wichtigste mathematische Satz in der Statistik
Er begriindet die wichtige Rolle der Gaul3-Verteilung

Seien z; (i = 1,...,n) unabhangige, kontinuierliche Zufallsvariablen, die
beliebigen Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen mit Mittelwerten u; und

Varianzen o folgen.

Im Limes n — oo geht die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung fur die Sum-
me

w =Y in eine GauB-Verteilung mit Mittelwert
=1

(w)=p=> p undVarianz

=1

n
0225 o; Uber.
i=1

Beweis des zentralen Grenzwertsatzes findet sich z.B. im Buch von G. Cowan
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arum ist der zentrale Grenzwertsatz und die Gaul3-Verteilung so wichtig in der

Der zentrale Grenzwertsatz und systematische Fehler

-

Physik?

N

N

Sehr haufig hangen Messungen von vielen Unsicherheiten ab
Beitrdge der einzelnen Unsicherheiten kdnnen durch Zufallsvariablen
beschrieben werden

Beispiel: Messung einer Lange mit einem Mal3stab
Ergebnis hangt von vielen (hoffentlich) kleinen Unsicherheiten ab
optische Parallaxe, Eichung des Mal3stabs, Temperatur, Zittern der Hand, ...

Auch wenn einzelne Quellen und ihre Beitrdge unbekannt sind kann wegen
des zentralen Grenzwertsatzes der Gesamtbeitrag der Unsicherheiten durch
Gaul3-Verteilung approximiert werden

unabhangig von den pdf’s der beitragenden Zufallsvariablen

Systematische Unsicherheiten, auch systematische Fehler genannt, kdnnen
deshalb oft durch eine gaul3verteilte Zufallsvariable beschrieben werden
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Der zentrale Grenzwertsatz und systematische Fehler

Aber Achtung:

Die Gaul3-Verteilung ist nur eine Naherung, insbesondere aul3erhalb des
Zentralbereichs (die Schwénze der Verteilung)

Beispiel: °"/‘,/
® Beim Durchgang durch Materie erleiden / \
hochenergetische, geladene Teilchen viele b3 \
StoRRe, die zu einer kleinen Ablenkung
fuhren

—> Gaul3-Verteilung des resultierenden x
Ablenkwinkels \

Selten kommt es zu StoRen, die zu einer [
groRen Ablenkungen flihren meist gar nicht, f
selten einmal, noch seltener zweimal // \\

= nicht gaul3verteilter Beitrag zum
Ablenkwinkel "

Resultierende Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung ist nur im Zentralbereich gut durch

Gaul3-Verteilung beschrieben
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Der zentrale Grenzwertsatz

-

Bestimmung bzw. Abschatzung der Varianz der resultierenden Gaul3-
Verteilung, d.h. des systematischen Fehlers, ist oft das Hauptproblem einer
Messung

Wichtige Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes:

Standardabweichungen aus unabhangigen Fehlerquellen addieren sich
guadratisch

Beim Auslegen eines Experimentes gilt es, besonders die grof3en Beitrdge zum
Fehler zu beachten

Beispiel: Ein Experiment habe zwei Fehlerquellen o; und o2 = 0.101

— 0 =1/02+ 02 =011+ (0.1)2 = 01(1 4 0.005)
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Fehler, Fehler, Fehler, . ..

ine erste Zusammenfassung zum Thema Fehler (Unsicherheit) und dessen
Bestimmung:

Wir betrachten Zahlexperimente, also Experimente, deren Ausgang eine

bestimmte Zahl von Ereignisse ist (radioaktive Zerfalle, Experimente an
Beschleunigern etc.)

$» Einmalige Messung mit dem Ausgang .,
Die zu Grunde liegende pdf ist eine Gaul3-Verteilung (oder Poisson).

In diesem Fall gilt 02 = 1, wobei x = & der wahre Mittelwert der
Gaul3-Verteilung ist.

Falls wir 1 kennen, z.B aus anderen, genaueren Experimenten, einer
Theorie etc., folgt das Ergebnis:

Tm £ /10

om = /1 ist der Fehler der Einzelmessung. In dem so definierten Intervall ist

der wahre Wert & mit 68% Wahrscheinlichkeit (Konfidenz) enthalten. Falls
man den wahren Wert nicht kennt, so nehme man z,,, als beste Schatzung,

also
Tm £ /Tm

-
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Fehler, Fehler, Fehler, ...

® Wiederholte Messung (n-mal) einer GréRe z, die gleicher pdf mit Varianz o>

unterliegt
- o - 1 n ] . . o
Mittelwert z,, = (x) = = > 1", @ Fehler auf Mittelwert o, = 7=
’,/"\\‘ 20
|
[
| ‘w‘ 154
“‘J“ “\\ # events10-
f"“‘ \ 5
f'/ \\\
| / \ 050 100 150" 260

n Messungen mit Mittelwert z,, und

Varianz o2 und Fehler auf dem Mittel-

wert o,,, = %

pdf mit Mittelwert x und
Varianz o?

®» Beweis durch zentralen Grenzwertsatz:
Betrachte Summe s der Messwerte s = > | ©; = nam
Die Varianz dieser Summe ist 02 = 3", 02 = no? oder o, = \/no

1 _ o
Daraus folgt sofort o, = Z 05 = NGO
Mehr zu Fehlern folgt spater
‘ .
"
LY Universitat Hamburg Datenanalyse in der Physik Vorlesung 4 —p. 7

Mehrdimensionale Wahrscheinlichkeitsdichteverteilunge

-

Haufig wird in Messungen mehr als eine GroRe bestimmt, die entsprechend durch
mehrere Zufallsvariablen beschrieben werden

—> mehrdimensionale Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen

Wir betrachten zunéachst den zweidimensionalen Fall, d.h. die pdf f(z,y) h&ngt
von den beiden kontinuierlichen Zufallsvariablen x und y ab

N
3 N\
Beispiel einer zweidimensionalen pdf der S\ |
. . s A
Zufallsvariablen z und y 1 ; // N
Gezeigt sind die Konturlinien fur y? // /]
f(z,y) = const /ﬁ/ | // /
,// 1* | 7/
[ // /
1 I
\ \ ﬁ* ) ///
\ O = i/ //2 é
| o -
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Zweidimensionale Verteilungen

® Die Wahrscheinlichkeit, ein Wertepaar im Intervalla <z <bundc <y < d
zu finden, ist

b pd
Pla<z <bc<y<d) =/ / f(z,y) dzdy
® Die Normierungsbedingung lautet
/ f(z,y)dzdy =1

® Falls die pdf f(z,y) als Produkt f(x,y) = g(x) - h(y) geschrieben werden
kann, sind die Zufallsvariablen unabhéangig

Pla<zr<bc<y<d) = // y) dz dy
= / g(z)dz - / h(y) dy
‘ = Pla<z<b) -Plc<y<d)
i
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Mittelwert und Varianz

N N

® Definition von Mittelwert und Varianz sind Verallgemeinerungen des
eindimensionalen Falls:

@ = Blo) = [[of@ydedy
W) = BEly = / /yf<a:,y>dmdy

oo = E|(z //x— f(z,y)dzdy
o. = E|{y //y— f(z,y)dz dy

| |
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Kovarianz und Korrelationskoeffizient

-

®» Ein sehr wichtiger Begriff ist die Kovarianz

owy = cov(z,y) = El(z—(z)) (y — ()]

= [ - @) - ) Sy dody

= //:ny:nydacdy—l— //f(acydxdy
//yfmydxdy— //a:f:cydxdy

= FElzry] -

®» und der Korrelationskoeffizient

| |
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Kovarianz und Korrelationskoeffizient

. N

Fur unahangige Variablen z, y ist die Kovarianz (Korrelation) Null
Aus f(z,y) = g(z) h(y) und oBdA [g(z)dx = [h(y)dy = 1 folgt

Coy = /<m—<x>>g<x>dw /<y—<y>>h<y>dy

= (/wg(w) dz — (z) /9(93) dl’) (/yh(y) dy — (y) /h(y) dy)

= () — () (y) —(y) =0
oder aquivalent fur den Korrelationskoeffizienten
pzy =0

Achtung: Die Umkehrung gilt nicht!
Aus o,y = 0 bzw. p,, = 0 folgt nicht unbedingt, dass die Variablen
unabhangig sind
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Bedeutung der Kovarianz

’—Die Kovarianz ist der Erwartungswert der Funktion (z — (x))(y — (y)) —‘
—> Produkt der Abweichungen von den Mittelwerten 1o,

» Nehmen wir an, dass cov(z,y) > 0 sei 8
—> wenn ein Wert z > (x) gefunden
wird, ist die Wahrscheinlichkeit auch
einen Wert y > (y) zu finden erhoht
(und umgekehrt)

® Falls cov(z,y) < 0ist 0

—> wenn ein Wert z > (x) gefunden
wird, ist die Wahrscheinlichkeit einen
Wert y > (y) zu finden geringer

(und umgekehrt) 6]
y
4
2,
O3S T
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Der Korrelationskoeffizient

® Der Korrelationskoeffizient ist ein MalR fir die Abhangigkeit zweier
Zufallsvariablen

Sinnvolle Gréfie wenn Konturen der pdf
ungefahr elliptisch sind

aber nicht unbedingt bei seltsamen Wahr- : |
scheinlichkeitsdichten! | | ] |

In dieser pdf sind die Zufallsvariablen z, y
nicht unabhangig

Auf Grund der Symmetrie ergibt sich aber //
trotzdem pg, =0 ]
Pzy 1 /
® Fir den Korrelationskoeffizienten gilt 1
2 11 0] 1 2

—1 < poy < +1 oder piy <1
pzy > 0: die Zufallsvariablen sind korreliert
p=y < 0: die Zufallsvariablen sind anti-korreliert

Die Extremfélle p,, = +1 werden angenommen, wenn ein linearer
‘ Zusammenhang zwischen den Variablen besteht, also y = a + bx

i
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Beweise zum Korrelationskoeffizienten

Die nachfolgenden Rechnungen vereinfachen sich, wenn man folgende, leicht zu
verifizierende Rechenregeln fir Erwartungswerte benutzt (a € R):

Elah(z)] = a E[h(x)] Ela+h(z)] = a+ Eh(x)] Elh(z) + j(2)] = Eh(x)] + Elj()]

Wir betrachten die transformierten Variablen

u = z— (@) und v =

fur die man leicht verifizieren kann, das gilt

(u)y = (v) =0 und o2 =02=1
Nun berechnen wir die Varianz der Zufallsvariablen v + v und v — v
o2, = E[(u%v)?] = E[u?] + E[v?] £ 2 E[uv] = 62 + 02 & 2cov(u,v) = 2 (1 % puv)
Weil nun firr jede Varianz gelten muss o2 > 0 folgt 1 + pyy > 0und 1 — py, > 0, also

~1<puw <41 oder  pZ, <1

| |
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Beweise zum Korrelationskoeffizienten

Es bleibt zu zeigen, dass pyv = pzy:

puw = 22 2 Bl L - gy = Y

OuOv 1 OxO OxO
Yy Yy

Wir betrachten den Extremfall p», = puv = +1. Daraus folgt au = 0 und wegen

(%

0= E[(u—v)?] //(u—v) F(u,v) dudo

ist das i.a. nur der Fall fur w — v = 0.
Ausgedrickt in z und y heif3t das

z—(z) _y— (v

also ein linearer Zusammenhang der Formy = axz + b mitb > 0
Entsprechen erhalt man fir p,, = —1 diese Form mitb < 0
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Zweidimensionale Gaul3-Verteilung

Ein wichtiger Spezialfall liegt vor, wenn zwei gaul3verteilte Zufallsvariablen
vorliegen. Die zweidimensionale pdf lautet:

flay) = 1 e_2<1ip2> [(xa_fy -2 () (51 <ya_yn>2]

2mozoy/1—p

Die Mittelwerte und Varianzen sind

und der Korrelationskoeffizient ist

Pzy = P
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i
L2 ¥ Universitit Hamburg

Datenanalyse in der Physik Vorlesung 4 — p. 17

Zweidimensionale Gaul3-Verteilung

107

» Kurven gleicher Wahrscheinlichkeitsdichte ] P
(Konturen) sind Ellipsen in der (x,y)-Ebene &/

Exponent in der pdf ist eine Ellipsenglei-
chung!

8
® \Wir betrachten die Kontur, bei der die .
Wabhrscheinlichkeitsdichte auf 1/+/e 107
gefallen ist (die 1-o-Kontur) 831 o .
] /"‘J
6 i y
Diese Ellipse passt genau in das Recht- ¥ e S
eck, das gegeben ist durch 1 o ke
27
<CE> — O S X S <CB> +O'g; E . w0 owo]
() —oy <y < (y)+0y 0 2 4 6 8
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Beweis 1le-Kontur

OBdA setzen wir (x) = (y) = 0, d.h. das Maximum von f(z,y) ist bei x = y = 0 und die
1-o-Kontur ist definiert durch die Ellipsengleichung

: : B ,  dy
Differenziere nach x (y =y(z) v = a)
2z 2p 2yy’
— = (y+=zy')+—=-=0
oz Ox0y oy
Extremwerte y,,, von y(x) werden erreicht bei y' () =0
2z 2 o
2m — P Ym = 0 — Ty, = pym—x
oz Oz0y oy

Einsetzen in obige Ellipsengleichung

2 2 2
/)2 (y_m) _szy_m y_m_|_(y_m> — 1—p2 — (y—m> [p2 —2p2 + 1} = 1—p2

Oy Oy Oy Oy Oy
2 _ 2 _
— Yy = O oder Ym = Loy
Die Berechnung der maximalen z-Werte der Ellipse erfolgt analog
&
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Integrierte zweidimensionale Gaul3-Verteilung

. N

Erinnerung eindimensionale Gaul3-Verteilung

Wabhrscheinlichkeit im Intervall |z — (x)| < 1o ist 68%
Wabhrscheinlichkeit im Intervall |z — (x)| < 20 ist 95% etc.

An den Integrationsgrenzen ist die Wahrscheinlichkeitsdichte auf
e /2, ¢72, ... des Maximums gesunken

» Zweidimensionale Gaul3-Verteilung

Analog kann man integrierte Wahrscheinlichkeiten definieren durch Integrale
Uber von Ellipsen umschlossene Flachen

1-0-Kontur, 2-o-Kontur,. . . definiert Gber konstante Wahrscheinlichkeits-
dichten bei e~ '/2, ¢~2, ... des Maximums

|

i
LY Universitdt Hamburg Datenanalyse in der Physik Vorlesung 4 — p. 20



Integrierte zweidimensionale Gaul3-Verteilung

Vergleich integrierter Wahrscheinlichkeiten von ein- und zweidimensionalen

Gaul3-Verteilungen

[ e ey

eindimensional

k| |lvt—(x)|<ko

zweidimensional

Rechteck
|z — (z)| < kog
ly — )| < koy

k-o-Konturen

1 0,68
2 0,95
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0,47 (= 0, 68%)
0,91 (= 0,95%)
furp=0

0,39
0,63

unabh&ngig von p
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Integrierte zweidimensionale Gaul3-Verteilung

-

®» Die zweidimensionalen Wahrscheinlichkeiten fiir eine gleiche Zahl von ¢’s

sind kleiner als im eindimensionalen Fall

-

# Die Wahrscheinlichkeit, dass sich (x,y) im durch |z — (z)| < ko, und
ly — (y)| < ko, befindet, ist das Produkt der Wahrscheinlichkeiten im
eindimensionalen Fall (fir p = 0).

#® Die Flache der Ellipse ist kleiner als das Rechteck und deshalb auch der
Wabhrscheinlichkeitsinhalt

UH
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Verallgemeinerung auf mehrdimensionale pdf

Verallgemeinerung des Falles zweier kontinuierlicher Zufallsvariablen (z, y) auf
n Zufallsvariablen z1, x2, ... , 2,

Hier ist es praktisch Vektoren und Matrizen einzuftihren

® Die Zufallsvariablen bilden einen n-komponentigen Spaltenvektor

T1
Z2

ST
Il

Ln

® Die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung ist eine Funktion dieses Vektors

f(@) = f(z1,22,...,20)

® Die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung ist natirlich korrekt normiert

} /.../f(a?)dxl...dxnzl J

i
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Mehrdimensionale pdf: Mittelwert und Varianz

B Definition der Mittelwerte
(x;) = Elx;] = / /:I}L f(@)dxy .

Die n Mittelwerte u;, = (x;) kbnnen wieder als Vektor aufgefasst werden:

®» Definition der Varianzen

a?:/.../(azi —(@:))? f(@)dar ... dx,
| |
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Kovarianzmatrix

Is Verallgemeinerung der Kovarianz zweier Zufallsvariablen erhalt man die
Kovarianzmatrix
x1 — (z1)
V=V@=E|@- @) @-@)"|=F ; (1 = (@1}, %0 — (2n))
Tn — (Tp)

(& — (&))" ist der Zeilenvektor zu (& — (&)), d.h. die transponierte n x 1 Matrix
In Komponentenschreibweise
® Diagonalelemente der Matrix V
Vi = E{(wi — (z:)) (w5 — ()] = E (s — (2:))°] = o}

= Varianz der i-ten Komponente von & (bzw. der Zufallsvariablen z;)

® Nicht-Diagonalelemente der Matrix V/
Vij = Ef(z: — (z4)) (x5 — (2;))] = cov(zs, z;) = 035
— Kovarianz der Zufallsvariablen x; und x;

® Die Kovarianzmatrix ist eine symmetrische n x n-Matrix, denn offenbar gilt

Vij = Vi bzw. Oij = 0ji
L2 ¥ Universitit Hamburg
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Kovarianz- und Korrelationsmatrix

’—Ausgeschrieben lautet die Kovarianzmatrix: —‘

2

2
012 05 023 ... O92n
2
O1n g2n 03n e O-’I'L

Entsprechend definiert man die Elemente C;; der Korrelationsmatrix

Vi
C.. = p,. —
ij = Pij oi 0
1 p12 P13 ... Pln
P12 1 P23 ... P2n
c=1 P13 p23 1 ... p3n

Pin  P2n  P3n .- 1

Datenanalyse in der Physik Vorlesung 4 — p. 26
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