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Hauptachsentransformation

Erinnerung aus der Linearen Algebra

® Man findet zu jeder symmetrischen n x n Matrix A eine orthogonale
Transformation U, d.h UT = U !, sodass A’ = UAU" diagonal ist

—> Diagonalisierung

Bemerkung: fir komplexe Matrizen entspricht das einer unitéren
Transformation mit U = (U™)" = U !

® Das Problem entspricht der Transformation eines Vektors ¢ = UZ, so dass
die quadratische Form ¢ A’ ¢ nur noch quadratische Terme enthalt:

Hauptachsentransformation (z.B. einer Ellipse in zwei Dimensionen)
Drehung eines n-dimensionenalen Vektors

Beweis:
Aus f =UZ folgt Z = Uy und ¥ = §'U

TAT=§ VAU =3 A'g=) Ay

|
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Hauptachsentransformation

’7.. Daraus folgt fur mehrdimensionale Zufallsvariablen: —‘

Es ist immer maoglich eine orthogonale Transformation i = U« zu finden, so
dass die Zufallsvariablen y; unkorreliert sind

d.h. man erhalt eine diagonale Kovarianzmatrix und die Korrelationsmatrix
wird zur Einheitsmatrix

Beweis:
Wegen E[Ah(x)] = AE[h(z)] und E[h(x) + j(x)] = E[h(x)] + E[j(z)] kénnen
lineare Transformation auch auf Erwartungswerte angewendet werden

Es gilt fir die Kovarianzmatrix der Zufallsvariablen z
V=V(Z)= BT — i) (T — i) "]

Wir wenden darauf eine orthogonale Transformation U an, so dass
V' =UV(Z)U" diagonal ist:

VI = UV(@)U" = UE[(Z - 1)@ — )" |U"
= BU@— @)@ — i) U] = El(§—m)(§ — )]
mit ¢ = UZ und p, = Uiy
i
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Mehrdimensionale Gaul3-Verteilung

Die mehrdimensionale Gaul3-Verteilung des Zufallsvektors & enthalt als Parameter
den Vektor der Mittelwerte i, = £ und die Kovarianzmatrix V'

4y _ 1 3 (F — i) VT — i)
f(x)_Te 2
(2m)2|V]|z

® Darinist |V| = det V die Determinante der Kovarianzmatrix
® und V! die inverse Kovarianzmatrix (V V! = 1)

® Die Zahl der Parameter der mehrdimensionalen Gauf3-Verteilung ist:

» n Mittelwerte und
® (n®+n)/2 Elemente der symmetrischen Kovarianzmatrix

Das ist das einfachstes und wichtigstes Beispiel einer mehrdimensionalen
Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung

Wegen der grol3en Bedeutung wollen wir hier die mehrdimensionale
Gaul3-Verteilung explizit zeigen

i
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Beweis der mehrdimensionalen Gaul3-Verteilung
ur Vereinfachung fithren wir zunéchst folgende Abkirzungen ein
f(@) = NeId&)  mit g(f)=—%(f—ﬁx)TG(f—ﬁx) T

Wir berechnen den Normierungsfaktor N und zeigen, dass die Matrix GG die inverse
Kovarianzmatrix ist

Normierung: Es soll gelten o
1:/.../Neg(x>dm1...dxn

Wir fiihren eine orthogonale Transformation aus & = U/, so dass die Matrix G’ = UTG U
diagonal wird

B 1 o 1 o 1 )
g(x)=—5(y—uy)TUTGU(y—uy)=—5(y—uy)TG’(y—My)=—ngéi(yi—ﬂyi)

Bei Wechseln der Integrationvaribalen von dx; . ..dx, nach dy; ... dy, tritt die
Funktionaldeterminante auf:

T Oy
_’_1/ ;_’17 — 1/ i Tl = 1/ ’L (L‘ _1/
Yy 9 ; 9 i E kilk = E ki k

Fir orthogonale Transformationen gilt aber det U = det UT = 1. Damit ist die Normierung

N 2
‘ 1:/.../Neg(y)dy1...dyn:/.../Ne_%ZiG;i(yi_“yi) dyi ...dyn

UH
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Beweis der mehrdimensionalen Gaul3-Verteilung

’—Umwandeln der Summe im Exponenten in ein Produkt —‘
2
V= [ [T 36 =) gy
i

..dyn

Das Mehrfachintegral zerfallt in ein Produkt von Integralen und mit der Normierung der
eindimensionalen Gaul3-Verteilung ergibt sich

_1a ( _2mE
1—NH/ —Hy;) dyz NH G, —

-~

2
G/
i1

Das Produkt [, G”, ist nun aber genau die Determinante der diagonalen Matrix G’ und
weil eine orthogonale Transformation die Determinante nicht andert
det G’ = det(UTGU) = (det UT)(det G)(det U) = det G

folgt
J v VLG, Vaeid 1

2m)%  (2mE (272 /det(G 1)

| |
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Beweis der mehrdimensionalen Gaul3-Verteilung

ir zeigen nun noch, dass gilt G = V—1. Fir alle Mittelwerte ., soll gelten E[x;] =
oder
0= E[x; — pa;) —/ /(:10Z Ha ; )Neg( )dxl .dx,

Ableiten dieser Gleichung nach dem Parameter p; ergibt

0 = 3uxz/ /(a;z pz;) Ne9@) day . day,

= —5Z-l/.../Neg(f)dx1...dxn—}—/.../(xi—uxi)Neg(f)%dxl...dxn
Hag

1 =1
worin é;; = { 4 und das erste Integral die Normierung ist.
0 ¢

Wir berechnen nun %. In Komponenten geschrieben
X

9(Z )———(m—ua:) G (T — fiz) ———ZZ(% pai) Gij (5 — pa )

ag() 1 )
) ;Zj:a

a.uml

— i) Gij (x5 — pra ;)]

1
‘ = == > [8a(=1)Gij (x5 — paj) + (= 1) (@i — pa;) G J
2 L L
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Beweis der mehrdimensionalen Gaul3-Verteilung

’7 dg(%) — _|_% {ZGlj (373 ,LL;EJ)"‘ZG’LZ ,U/:r:rb)} —‘

8/m

Da G symmetrisch ist, G;; = Gy;, sind beide Summen identisch

%) _ > Gy (x5 — )
J

Eingesetzt in 57— E[acZ Hz ;] folgt

0=—6;; + //(a:l — W) Ned(@) ZGU (Tj — paj)dzy .. .dx
J

oder
dou = ZGU //(a:z — pa;) f(@) (25 — paj)dzr ... de
j N ~ J/
= cov(zi, ;) = Vij = Vj
S = Y GiyVj
J
‘ In Matrixschreibweise lautet die letzte Gleichung1 = G -V also G = V!
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Transformation von Wahrscheinlichkeitsdichten

aufige Problemstellung in der Physik:

Messung einer oder mehrerer Grof3en mit zugehoriger Unsicherheit (Fehler) aus
denen physikalische Parameter, inklusive deren Unsicherheiten, bestimmt werden
sollen

— Schatzung von Parametern

Beispiel: Messung der Periodendauer 7" und Lange [ eines Fadenpendels zur
Bestimmung der Erdbeschleunigung g

27 g _ 271\
A g_(T>l

Mdogliche Vorgehensweise: Messe Periodendauer T" mehrfach und erhalte pdf
(z.B. Gaul3-Verteilung), deren Standardabweichung o der Messfehler in T
abgeschatzt wird, und schatze Fehler in [ ab.

w

Wie grol3 ist die Standardabweichung in ¢?

— Transformation von Wahrscheinlicheitsdichten

| |
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Transformation von Wahrscheinlichkeitsdichten

’7.. Einzelne Zufallsvariable

Gegeben sei die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung f(x) der Zufallsvariablen z
Suche die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung g(y) in der Zufallsvariablen

y = y(r)

Die Wahrscheinlichkeit, die Variable  im Intervall (x, x + dz) zu finden, soll gleich
der Wahrscheinlichkeit sein, die Variable y im Intervall (y, y + dy) zu finden

do|_ f(a(y)
|~

f(z)dr = g(y)dy = 9(y) = f(z(y))

Dabei ist x = z(y) die Umkehrfunktion zu y = y(x)
Falls die Transformation nicht eineindeutig ist, muf3 Uber alle Zweige summiert

werden
= 3 L)

Beispiel: die Transformation y = z* ist fiir (—oo < = < +oc0) nicht eineindeutig
1 1
= o7 V@ + (=) = =2 (FEV0) + f(=vD) J

i
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Transformation des Mittelwertes und der Varianz

’7.. Fur lineare Transformation y = ax + b gilt exakt: —‘
(y) = Ely] = Elar+0b = a(x)+b
oy = Elly—®)°] = Elaz +b—a(z) - b)°] = a” E[(x — (2))’]

» Naherung fur nichtlineare Transformationen:
Man entwickele die Funktion y = y(z) um den Mittelwert z = (z)

. dy 1 2 d2y
R v I L D~
dy 1 d?y
—= Byl = y(@)+Ee-(@)] |  +3Ble-@)] 5+
— z=(x) g z=(x)
=0 = o2
)~ yla)+ 2ot Y
2 da? |, _ .
Oft lasst man auch noch den Term o o2 weg, da ja bereits (z) in einer
‘ Einzelmessung eine Unsicherheit von o, hat
UH
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Transformation des Mittelwertes und der Varianz

® Naherung fir die Varianz von y:

Entwicklung von y(z) bis zum linearen Glied

o) = ulla) + e = @) |
und fiir (y) ~ y((x)) folgt
- ) ~ <<x<x>> jiﬂ@)z
— ot = Bl ~ (L) Ble- @2 = (L) o

Das ist das Gesetz der Fehlerfortpflanzung fr eine Zufallsvariable:

2 dy ’ 2
| i (&) -

i
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Beispiel Fehlerfortpflanzung

-

aufig hat man es mit Transformationen der Form y = a x™ zu tun

:>—y:naxn =n
dx

Eingesetzt in das Fehlerfortpflanzungsgesetz folgt

() - ()

Wenn man nun den relativen Fehler, d.h. die auf den Mittelwert bezogene
Standardabweichung 2% bzw. 2’7’-") betrachtet, folgt:

—1 g
xr

Oy Oz

W )

Das bedeutet z.B. wenn man den Radius einer Kugel auf 2’7’; = 1% kennt, so

kennt man ihr Volumen nur auf 2’7‘3 = 3%

i
Lol Universitit Hamburg Datenanalyse in der Physik

Lineare mehrdimensionale Transformationen

Wie behandeln jetzt die Transformation von n Zufallsvariablen auf m
Zufallsvariablen, d.h. von einem n-dim. Vektor & auf einen m-dim. Vektor i/

Achtung: n und m kdnnen i.a. verschieden sein

siehe das Beispiel des Fadenpendels:
n=2:x1=T, zo=lundm=1: y1 =g

®» Lineare Transformationen (— exakte Berechnung méglich)

y=B<x B ist m x n Matrix

» Mittelwerte
fiy = Ely] = E[B¥] = BE[Z] = B jix

» Kovarianzmatrix

V'(§) = El§—f)(§—fy)'] = BE[B(Z— fiz)(& — i)' B']

i
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Lineare mehrdimensionale Transformationen

Lineare Transformationen —‘
Man beachte, dass hier fur die Ableitungen gilt:

8xj 8333‘ g kL J

Fur den Spezialfall m = n, d.h. B ist quadratisch, kann die transformierte
Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung berechnet werden:

/A.;:./f(f)dxl...dxn - /A.&.I./g(y“(f))dyl...dyn

_ /A,Q;,/g(g(f)) | det J| dxs ... dn

wobei beim Variablenwechsel die Funktional- oder Jacobi-Determinante
det J auftritt: .J;; = 2%, die im Falle der linearen Transformation die

8:(;]
. J
det B

Transformationsmatrix B ist
A
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Allgemeine mehrdimensionale Transformationen

Transformation ist gegeben durch m Gleichungen —‘

Yi = Yi(z1, ..., 2n) = yi(T) 1=1,....m

Im Sonderfall n = m kann wieder die pdf berechnet werden

dy1  dy1 Sy

oxq Oxo e Oxn

1 Oya  Oy2 Oyz

o - . Oxq Oxo T Oz
o) =) qoig|  mit B

Oyn Oyn OYn

oxq Oxo o Oxp,

Mittelwerte aus der Entwicklung (%) um die Mittelwerte /i,
(beliebige m, n)

. . 0y;
k T=HMHzx
= (i(¥)) =~ wi(iiz) oder  fiy = y(jiz)

i
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Allgemeine mehrdimensionale Transformationen

® Lineare Naherung fir die Kovarianzmatrix
Aus Entwicklung von y;(Z') folgt
. Oy
Yi(Z) — py, ~ zk:(xk - Mxk)a—xk

Das Element i der transformierten Kovarianzmatrix V' (%) ist dann

Vii = El(yi — py;)(y — py;)]
| N BN
v B,
= B33 o7 (e — ) (w5 — ) 5o
Pl k ~ — - 0T
i —B,, cov(:ck,:nj) :B'lj

— Allgemeines Gesetz der Fehlerfortpflanzung

} V'(§)=BV(Z)B" J

i
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Beispiel Fehlerfortpflanzung

uf einem Messtisch werden kartesische Koordinaten z;, x2 mit den
Standardabweichungen (Fehlern) 0., , 0, gemessen. Die beiden Messungen
sollen unabhangig sein.

Wie grol3 ist der Messfehler in Polarkoordinaten r, o ?

T1 = TCOSY y1 =1 =\ 23 + 73
T2 =rsinp Y2 = ¢ = arctan 2

9y1 9y1 1 T2
B = oxq Oxo — r T
Oy2  Oyz _zx2 ozl
oxq T2 r2 r2

z1  zZ2 o2 0 z1  _ =z
/ xT] 2
4 (7“, (’0) =B V(xl’ 1'2) B - ::2 a:r1 2 367’2 ;1
- 0 oz, E=1
1/...2 2 2 2 Ty (2 2
_ 2 \X102, + xQO—wz) r_3(0$2 le)
- xy [ 2 2 1,2 2 2 2
T_(O-ZEQ J$1) r_4(x20$1 + .’B10'$2)

i
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Beispiel Fehlerfortpflanzung

’—Was passiert wenn m # n ist? —‘
w

ir betrachten unser Beispiel des Fadenpendels mit unkorrelierten Messungen

von T und I: 9
t =1 = —g=(2")
CUQIl Nn=9= T

Die Matrix der partiellen Ableitungen B ist eine 1 x 2 Matrix
Oy1 Oy g g
B= (%9 99 _ <—2 g _)
(856'1 (9.2132) T l
und die neue Kovarianzmatrix ist eine 1 x 1 Matrix:

_(O0y1 On oz, 0 N o\ Oy1\* -
V(yl)_<8$1 8x2>( 0 o3, ou | T\ B ) T T B ) O

Oxa

=

Die Beitrage der einzelnen Varianzen addieren sich, gewichtet mit den Quadraten
der partiellen Ableitungen

Fur unser Fadenpendel findet man also:

; Vi =oi= (22) b+ (2)' e N

i
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Weiteres Beispiel zur Fehlerfortpflanzung

ie Verallgemeinerung des obigen Beispiels ist das haufige Problem, dass n
I_Enabhéngige Messungen z1, ..., x, in die Bestimmung eines Parameter y _‘
eingehen (m = 1)
Anwendung des allgemeinen Gesetzes fiuhrt zu:

2 0 0 ... 0 e
Oy Oy >
2 )
=V = — .= :
Ty W) (8:131 Oxn :
0 0 0 ... o2 Oy
n 2 n Oxn
. z ( Oy ) 2
= o;
8([37;

=1

Beitrage zum Fehler addieren sich quadratisch, gewichtet mit Ableitungen
Falls gilt y = c2¥ fiir alle i:

n 2
;Z = ckiah ! = k% — 2= ;kngZ_%
oder fur den relativen Fehler B ~ —
‘ Relative Fehler addieren sich quadratisch, gewichtet mit Potenzen k; J

i
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Ubersicht Transformationsformeln

Eindimensionale Transformationen z — y —‘
linear allgemein

y = az+b y = ylz)

) = a{z)+0b (v) ~ y((=)

2= ol o ~ () o2

) = i) o) = Sy

Mehrdimensionale Transformationen zi,...,Zn — Y1,...,Ym

linear allgemein

yi = >.; Bijz; yi = yi(@1,...,2n)

) = > Bij(z) (i) =~ wi{z1),...,(zn))

) = BV(#)B" V(§) ~ BV@E)BT (By = 2)

) = f@Org =) | 90 = @ =m) B

=
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