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Numerische Integrationsmethoden

ir wollen der MC Methode zwei numerische Integrationsmethoden zur
Berechnung des Integrals b
I= / g(x)dx

gegenuberstellen

Trapezregel: 18]

1.6

® Das Integrationsintervall wird in n gleiche

Teile geteilt 14
b—a
h = 1.2

n

gx) 1
® Dann erhalt man eine Naherung aus der
Summe der Flacheninhalte der n Trapeze

08 ] \\\\/ //

0.6
1

I = IT = h <§g($0)+g(3§1)+ 0.4

0.27

Fo(enn) + 59(e))

‘ mit ri=a-+1h 1=0,1,...,n x
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Fehler der Trapezregel

Wie grol} ist der Fehler der Trapezndherung?

Wir betrachten das Integral in dem Teilintervall [0, ] und entwickeln es:

~ h h 1 1

I= / g(z)dr = / [g(()) +x¢'(0) 4+ 2 g”(O) +. } dx = hg(O)—I—ith’(O)—i—gh?’g"(O)—l—. .
0 0

Nach der Trapezregel ist dieses Teilintegral
2

Fr = 50 [9(0) + 1)) = 31 [9(0) + (9(0) + hg'(0) + 9" 0) + .. )|

Die Differenz zwischen N&herung und exakter Entwicklung ist:

~ ~ 1 1 3 —~ i 3
It I_0+O+<4 6>hg(0)+...N12hg(0)
Die Differenz I+ — I im gesamten Integrationsbereich ergibt sich durch

Summation tiber alle Teilintervalle der Breite h = =2

1 (b—a)®
et 3 (U)o
=1
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Fehler der Trapezregel

Wir berechnen nun die Varianz des Trapezintegrals:

i = v e[S

ey l(lz?"%)l
(e

- (52 >>) - o,

Der Fehler der Trapezformel sinkt also wie 1/n? mit zunehmender Zahl der
Teilintervalle n

Das ist wesentlich schneller als mit der MC Methode 1/y/n!

‘ UH J
i
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Simpsonsche Regel

-

Die Simpsonsche Regel konvergiert noch schneller

$® Man wahle eine gerade Zahl von Teilintervallen n im Integrationsintervall

® Die Naherungvon I = ff g(x) dz nach Simpson ist dann:

I~ Is = 7 [9(zo) +4g(z1) + 29(x2) + 4g(xs) + ... +4g(zn-1) + g(zn)]

mite, =a+1h 1=0,1,...,n

® Diese Formel wird hergeleitet, indem die Funktion g(z) durch die 3
Funktionswerte von Intervallpaaren durch Polynome 2. Grades néhert

® Man kann zeigen, dass der Fehler der Simpsonschen Regel mit 1/n*

abnimmt
‘ .
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Beweise zur Simpsonschen Regel

erleitung der Simpsonschen Regel:
Man betrachte das Intervall [0, 2h] und berechne die zu integrierende Funktion an den 3

Stellen g; = g(x;) mitz; =0, h, 2h
Durch diese 3 Stiitzstellen wird ein Polynom 2. Grades p(x) = ag + a1 + a2 gelegt:

g1 =ag + a1h+ a2h2 — a] = %(—3904_491 _92)

Das Integral der Funktion g(x) in diesem Intervall wird nun genahert durch

2h

5 2h B 2h x2 333 8
I= / g(iL’) dr =~ Ig = / p(m) dr = |:CLOm +a1— + Cbg—i| = 2aph+2 a1h2—|——a2h3
0 0 2 3 1o 3

Ersetzen der Polynomkoeffizienten durch die Funktionsstitzstellen ergibt:

4
Is = 2goh+h[-3g0+4g1 —g2]+ gh[go —2g1 + g2]

B h{l N }
= 390 391 392

h
} = 5l +491 +9]

i
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Beweise zur Simpsonschen Regel

ir betrachten nun das gesamte Integrationsintervall [a, b] und teilen es in n gleiche
Teilintervalle, d.h. n/2 Doppelintervalle der Breite 2h

b

I = /g(x)dx ~ Ig

h h h
= g[go+491 +g2]+5[92+493+g4]+§[g4+495 +g6] + ...

h
+§ [gn—2 +4gn-1+ gn]

h
Is = 3 [go+4g1 +292+4g93+ ... +2gn—2+4Gn—1+ gn]

Berechnung des Fehlers:
Wir betrachten zunéchst wieder ein Teilintervall [0, 2h] und entwickeln das Integral bis zur
4.0rdnung:

~ 2h 2h 24
I = / g(x)dx = / {9(0) + 24’(0) + = g”(O) +2 : g’”(O) + o7 ””(0) + .. ] dx
0 0
22 23 7 .5 2h
= |zg(0)+ =g’ (0) + —g¢"(0) + —g’”(O) + —g””(o) + ...
2 6 120 .
‘ = 2hg(0)+2 h2g/(0) + = h3g”(0) + = h4g/”(0) + — E h5 g (0) +.
=
i
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Beweise zur Simpsonschen Regel
Entwicklung der Simpson Naherung bis zur 4. Ordnung gibt:

- = [9(0) + 49(k) + g(2h) N
_ % {g(()) +4 {g(O) hg'(0)+ g"(0) + ];39”'(0) + Z—ig””(O) v }
+ {9(0) +2hg'(0) +2h%¢"(0) + §h3g”’(0) + §h4g””(0) +.. H
_ g {6 9(0) + 6 hg' (0) + 4 h2g" (0) + 2 K¢ (0) + §h‘{q""(o) 4. }
= 2hg(0) +2h%*¢'(0) + %hgg”(O) + 3h4g”’(0) + 58 hog""(0) + .
Das ist bis einschlieRlich der Ordnung h* identisch zur Entwicklung von I und deshalb gilt

fur die Differenz . -1 1 (b—a)®
Is — I ~ —h5g””(0): _( a)
90 90 nd

Die Varianz des gesamten Integrals ist dann

2 (b—a) ’
=1

‘ N (910(1);—@5) K%g""(m))j . <320 (bna) <W(ml)>> J

i
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Vergleich der Integrationsmethoden

®» Bei eindimensionalen Integralen sind numerische Verfahren (Trapez,
Simpson, ...) der Monte Carlo Methode tberlegen

® Beigleicher Zahl n der berechneten Funktionswerte ist der Fehler
wesentlich kleiner
#® AulRerdem entfallt der Aufwand zur Berechnung der Zufallszahlen

» Die Monte Carlo Methode ist Uberlegen bei mehrdimensionalen Integralen
#® Beieinem d-dimensionalen Integral und n berechneten Funktionswerten

gibt es in jeder Dimension ¢/n Intervalle
Der Fehler aus der Trapezregel ist dann proportional zu

1/ (¢n)” =2

# Der Fehler der MC Methode bleibt aber proportional zu 1/+/n
D.h. die MC Methode ist vorteilhaft fur

2 1

—— > —= oder d>4
d 2
» Aullerdem kénnen in der MC Methode auch komplizierte
‘ Integrationsgrenzen einfach behandelt werden
"
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Numerische Verfahren zur Lésung von Gleichungen

Das Problem ist das Losen von Gleichungen der Form f(x) =0

Man unterscheidet
® algebraische Gleichungen
f(x) ist eine reelles Polynom, also

f(a:):Zaixi a; € R

® alle anderen Gleichungen hei3en transzendente Gleichungen

® Algebraische kdnnen zwar bis zum Grad n = 4 analytisch geldst werden
aber bereits flr n = 3 ist die L6sung so kompliziert, dass numerische
Verfahren vorzuziehen sind:

Horner-Schema, QD-Verfahren, ...
® Transzendente Gleichungen lassen sich i.a. nur numerisch l6sen

MAPLE enthalt effiziente Algorithmen zur Lésung von Gleichungen

‘ Wir wollen nur hier nur einen einfachen Algorithmus vorstellen

i
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Ilterationsverfahren

Die Aufgabe ist die transzendente Gleichung f(x) = 0 l6sen

®» Man kann diese Gleichung immer in die Form = = g(z) bringen
Beispiel:

—x/2 2

) . _x/4
—sinz=0 = 2 =arcsine */

e
oder z = —4In(sinx)

— /2 . 2
oder z=zx+e ?? _sin’z

®» Unter den beiden Bedingungen
glr) eI  und ' (z)] < 1 fir allex € T

wird dann eine Losung im Intervall durch das Iterationsverfahren gefunden:

wz‘:g(l’i_ﬂ 1= 1,2,...

Man beginne mit einem Startwert zo € I und breche die Iteration ab, wenn

die Anderung kleiner als eine vorgegebene Genauigkeit ¢ wird:
|xi — :cz-_1| <e€

| |

A
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Illustration des lterationsverfahren

. k N

0.8 0.8

0.6 0.6 -
o

g(x) g(x)
0.4 0.4+
0.2 0.2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
‘ 0<g'(z) <1 —1<4'(z) <0

i
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Illustration des Iterationsverfahren

14

1,
0.8+
0.81
0.6
0.6
9g(x)
9(x)
/] 0.4
0.4
0.2+
0.2+
0 0.2 04 06 08 1 0 0.2 0.4 0.6 038 1
‘ X X J
/ /
g'(z) >1 g'(z) < -1
i
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Numerische Methoden zur L6sung von Differentialgleichunge

N N

® Differentialgleichungen (DGL) sind in der Physik von auf3erordentlicher
Wichtigkeit

Sehr viele physikalische Probleme werden durch DGLs beschrieben

® Aber nur wenige Typen von DGLs lassen sich elementar integrieren, d.h.
analytisch l6sen

Numerische Verfahren zur Lésung sind daher von besonderer Bedeutung

» Wir haben mit MAPLE ein effizientes Computerprogramm zur analytischen
und numerischen L6ésung von DGL kennen gelernt

Hier: Vorstellung der Prinzipien einiger wichtiger numerischer
Losungsverfahren

| |
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Klassifizierung von DGLs

ine DGL ist eine Gleichung zwischen gesuchten Funktionen einer oder mehrerer
Variablen, diesen Variablen und den Ableitungen der gesuchten Funktionen

® Gewohnliche DGL: (engl. Ordinary Differential Equation ODE) die gesuchte
Funktion hangt nur von einer Variablen z ab, z.B.

d2 + bd— +cy=0 esucht y(z)
Y22 T Pa YT 8 Y

dy d _
<£) v +siny =0 gesucht y(x)
® Partielle DGL: die gesuchte Funktion hangt von mehreren Variablen ab, z.B.

ordy 4 Ox Oy

gesucht z(z, y)

® Eine gewdhnliche DGL hat die Ordnung r, falls die héchste vorkommende

Ableitung die Ordnung = hat: (™ (z) = +¢

® Eine gewbhnliche DGL heil3t linear, falls sie linear in den Ableitungen ist

| Zy“ z,y) ]

i
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Allgemeine und spezielle Lésungen

’7.. Allgemein hat die L6sung einer gewohnlichen DGL der Ordnung r die Form —‘
y(z; C1,Co, ..., Cr)
wobei C1, Co, ..., C, beliebige Konstanten sind (Integrationskonstanten)

$® Spezielle Losung erhalt man durch Angabe von Nebenbedingungen, die die
Integrationskonstanten bestimmen

» Besonders wichtig in der Physik ist das Anfangswertproblem (AWP)
Angabe des Funktionerwerts und der ersten r — 1 Ableitungen fir z = xo

Beispiel Schwingungsgleichung:

d%z 2
qE T =0

Die allgemeine Ldsung ist
x(t; C1,C3) = Cq sinwt + Cs cos wt

und die spezielle Losung fur das vorliegende Problem erhalt man durch

Angabe von zwei Anfangsbedingungen fir z(t = 0) und 9%| _ = &(t = 0)

» Numerische Verfahren kénnen nur spezielle Lésungen ermitteln
‘ erfordern also Angaben der Nebenbedingungen

UH
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Differentialgleichungen héherer Ordnung

Eine DGL hoherer Ordnung kann immer auf einen Satz von DGLs erster Ordnung
zurtuckgefiihrt werden

Beispiel:

d*y dy
dx2 + Q(CU)@ =r(x)

Setze z(z) = j—g woraus sich eine DGL erster Ordnung fir z = z(x) ergibt

Das allgemeine Problem der Losung von gew6hnlichen DGLs der Ordnung r kann
auf die Losung von DGLs erster Ordnung zurtick geftihrt werden

| |
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Numerische Losungen von DGLs

-

Wir stellen jetzt Verfahren zur numerischen Losung von Anfangswertproblemen
vor und beschranken uns auf gewohnliche DGLs erster Ordnung

® Eine DGL 1. Ordnung kann immer in folgende Form gebracht werden:

y/ = f(x,y) =f (xay(x))

Die Anfangsbedingung sei yo = y(xo)
Die Grundidee numerischer Methoden ist die numerische Integration dieser
DGL

® Als numerische Losung erhalt man natirlich keine analytische Funktion

# sondern eine Wertetabelle y; = y;(x;), die moglichst nahe an der
wahren Funktion y = y(z) liegen sollten

® bzw. eine Vorschrift (Prozedur) um eine solche Wertetabelle zu erzeugen

| |
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Euler-Cauchy Polygonzugverfahren

’—Die gewoOhnliche DGL 1. Ordnung des AWPs

y' = f(z,y)
wird integriert im Intervall [zo, x]

y(zo) = Yo

/Zﬂw:mm—ywﬁz/?uw@»&

Wahle x =21 =20+ h

Mit Hilfe des Mittelwertsatzes lasst sich ) /
ein einfaches Integral dann schreiben als VIR
0.2 /,/’/
x1 h2 , /
[ t@de = nfen+Gre L
zg
mit & € [xo, 1] 0]
— fiir die Integration der DGL folgt damit R
h*
‘ y(@1) = y(@o) + h f (2o, y(20)) + o f (€0, y (o))

UH
i
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Euler-Cauchy Polygonzugverfahren

Einsetzen der DGL y’ = f(x,y) ergibt dann

-

2

y(n) = yeo) + hy (o) + oy (o)

wobei &y irgendwo im Intervall [xo, z1] liegt

Das Euler-Cauchy Verfahren ist die einfachste Methode

Die Naherung besteht aus Weglassen des 3" Terms

y(x1) = y(zo) + hy'(xo) = y(xo) + h f (o, y(xo))

Man setzt nun solche Tellintervalle der Breite h aneinander und berechnet den
Funktionswert y; = y(x;) an der Stelle z; = xo + ¢ h dann naherungsweise mit der

Rekursionsformel:

Yir1 = Yi +h f(xi,y:)

Das ist das Polygonzugverfahren von Euler und Cauchy

UH
i
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.

Euler-Cauchy Polygonzugverfahren

eometrische Veranschaulichung:

Ausgehend vom Anfangswert yo = y(xo)
berechnet man den Wert y; mit Hilfe der

Ableitung v/ (z0) = f(xo, o)

Y1 =yo + hy'(xo)

dann den Wert y» aus y; und der Ableitung an

dieser Stelle

USW.

Y (z1) = f(xo+ h, 1)

— Né&herung von y(z) durch einen Polygonzug

UH
i
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0.87

0.6 1

y(x)

0.4+

0.2+

|
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Beispiel zu Euler-Cauchy

’_\/\/ir betrachten das Anfangswertproblem 3" = y mit y(0) = 1
Die exakte L6sung dieses einfachen Problems ist nattrlich die Exponentialfunktion

y(z) = e€”

Losung nach Euler-Cauchy: Es gilt f(z,y) = v = y(z)

Yiv1 = Yi +h f(xi,y:) = yi + hyi

Wertetabelle fir A = 0.1 im Intervall [0, 1]

= (1+n)y

259

UH
i
L2 ¥ Universitit Hamburg

i T Yi evi e’ —y;
0 0.0 1.0000 1.0000 0.0000
1 0.1 1.1000 1.1052 0.0052
2 0.2 1.2100 1.2214 0.0114
3 0.3 1.3310 1.3499 0.0189
4 0.4 1.4641 1.4918 0.0277
5 0.5 1.6105 1.6487 0.0382
6 0.6 1.7716 1.8221 0.0506
7 0.7 1.9487 2.0138 0.0650
8 0.8 2.1436 2.2255 0.0820
9 0.9 23579 2.4596 0.1017
10 1.0 2.5937 2.7183 0.1245

y(x) 1.5

31

i = (LR g = (14 k)

0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Datenverarbeitung in der Physik Vorlesung 10 — p. 22



Runge-Kutta-Verfahren

’—A|S simpelster Algorithmus hat das Euler-Cauchy Verfahren grof3e Schwachen —‘

» Asymmetrie: Die Ableitung wird immer an der linken Intervallgrenze
berechnet und zur Extrapolation zum néchsten Wert benutzt

® Die Genauigkeit ist deshalb sehr beschrankt weil bereits Terme der Ordnung
h? weggelassen werden

Viel gré3ere Genauigkeit erreicht man mit Runge-Kutta-Verfahren

Die Grundidee ist hier die Extrapolation durch weitere Stitzstellen im Intervall zu
verbessern

$» Runge-Kutta 2. Ordnung (oder Midpoint-Method)
Hier wird zunachst bis zu dem Punkt in der Intervallmitte extrapoliert und dort
die Funktion f(z,y) berechnet, welche dann zur Extrapolation benutzt wird

ki = hf(Tn,yn)
h k
k2 - hf(xn+§,yn+71)
Yn+1 = Yn + k2
‘ Dieses Verfahren ist korrekt bis einschlieRlich der Ordnung h?

UH
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Runge-Kutta Verfahren

Geometrische  Veranschaulichung 1

1.2+
der Runge-Kutta-Methode 2. Ord- 1
nung

® Kreise stellen die berechneten H
Punkte y; dar

® Kreuze sind die Hilfspunkte in 05

den Intervallmitten ]
Berechnung eines Punktes in der In-
tervallmitte mit y'(xz0) = f(xo,yo0)
und Extrapolation mit der Ableitung

an dieser Stelle bis Intervallende
—— Y1

Wiederholung fur 2. Punkt y.
und 3. Punkt ys usw.

y(x) 0.6;

0.4+

0.2

‘ 0 0.2 04 06 038 1
X
i
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Beispiel zu Runge-Kutta 2. Ordnung

Wir betrachten wieder das Anfangswertproblem 3" = y mit y(0) = 1 mit der

exakten Losung y(z) = e”

-

Wir wenden darauf das Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung an

Wertetabelle fir ~ = 0.1 im Intervall [0, 1]

{ T; Yi el e’ —y;
0 0.0 1.0000 1.0000 0.0000
1 0.1 1.1050 1.1052 0.0002
2 0.2 1.2210 1.2214 0.0004
3 0.3 1.3492 1.3499 0.0006
4 0.4 1.4909 1.4918 0.0009
5 0.5 1.6474 1.6487 0.0013
6 0.6 1.8204 1.8221 0.0017
7 0.7 2.0116 2.0138 0.0022
8 0.8 2.2228 2.2255 0.0028
9 0.9 2.4562 2.4596 0.0034
10 1.0 2.7141 2.7183 0.0042

UH
i
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y(x)

2,69

249

2.29

1.84

161

1.4+

1249

,/'
197

0.2 0.4 0.6 0.8 1

|
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Runge-Kutta Verfahren

® Die Runge-Kutta-Methode kann man weiter verbessern, indem mehr
Stutzstellen in dem Intervall berechnet werden

-

Runge-Kutta bezeichnet eigentlich eine ganze Klasse von Verfahren

® Ein sehr beliebtes Verfahren ist das Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung

Es ist korrekt bis einschliesslich h*

ki = hf(zn,yn)

k2= hf(ont oyt D)

ks = hf($n+g,yn+%)

ki = hf(zn+h, yn+ks)
Ynt1 = yn+—+@+%+%

$® Eine Abwandlung von Runge-Kutta ist neben andere Methoden auch in

Maple implementiert zur numerischen Lésung von DGLs

UH
i
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Runge-Kutta-Verfahren

’—\/eranschaulichung des Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung

Wir wenden Runge-Kutta auf das Anfangswertproblem vy’ = y mit 4(0)
zu zeigen, dass die Genauigkeit weiter gesteigert werden kann

Berechne Steigung bei (zo, yo) und
Extrapolation bis Intervallmitte

Berechne Steigung an diesem
Punkt und extrapoliere zu einem
zweiten Punkt in der Intervallmitte

Berechne Steigung an diesem
Punkt und extrapoliere bis zum
Intervallende

Gewichtetes Mittel der 4 berechne-
ten und extrapolierten Steigungen
ergibt y1

UH
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1.24

0.8

Y09 o6 ]

0.4

0.2

0.2 0.4 06

X
Datenverarbeitung in der Physik

Beispiel zu Runge-Kutta 4. Ordnung

Wertetabelle fir A = 0.1 im Intervall [0, 1]

T Yi A A

= O 00 O Uik WN - O

0.0 1.0000 1.0000 0.0000
0.1 1.1052 1.1052 0.85-10—7
0.2 1.2214 1.2214 0.19-10°6
0.3 1.3499 1.3499 0.31-106
0.4 1.4918 1.4918 0.46-10"°6
0.5 1.6487 1.6487 0.63-106
0.6 1.8221 1.8221 0.84-10~6
0.7 2.0138 2.0138 0.11-10-5
0.8 2.2255 2.2255 0.14-10"°
0.9 2.4596 2.4596 0.17-10"°
1.0 2.7183 2.7183 0.21-107°

2.6
2.4
2.2

y(x)
1.8

1.6

1.41

124

1w

0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Achtung: Nicht alle DGLs sind so einfach wie dieses Beispiel
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Abschlief3ende Diskussion zu DGLSs

® Runge-Kutta-Verfahren erweisen sich als sehr leistungsfahige, allgemein
anwendbare Verfahren zur numerischen Losung von DGLs (AWPS)

® Das hier beschrieben klassische Runge-Kutta-Verfahren kann weiter
verbessert werden, z.B. durch
® Variablentransformation, so dass

y'(x0) =0

# Variable Schrittweite
Dieses sogenannte Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren ist korrekt bis

einschlieRlich »°

-

$ Runge-Kutta ist aber nicht unbedingt das beste (genauste, schnellste,...)

Verfahren zur Losung aller Typen von DGLs

» Man sollte nach Mdglichkeit die Genauigkeit der gefundenen Lésung
verifizieren, z.B. durch Verdoppelung der Schrittweite

i
Lol Universitit Hamburg Datenverarbeitung in der Physik

|

Vorlesung 10 — p. 29



	Numerische Integrationsmethoden
	Fehler der Trapezregel
	Fehler der Trapezregel
	Simpsonsche Regel
	Beweise zur Simpsonschen Regel
	Beweise zur Simpsonschen Regel
	Beweise zur Simpsonschen Regel
	Vergleich der Integrationsmethoden
	Numerische Verfahren zur L"osung von Gleichungen
	Iterationsverfahren
	Illustration des Iterationsverfahren
	Illustration des Iterationsverfahren
	Numerische Methoden zur L"osung von Differentialgleichungen
	Klassifizierung von DGLs
	Allgemeine und spezielle L"osungen
	Differentialgleichungen h"oherer Ordnung
	Numerische L"osungen von DGLs
	Euler-Cauchy Polygonzugverfahren
	Euler-Cauchy Polygonzugverfahren
	Euler-Cauchy Polygonzugverfahren
	Beispiel zu Euler-Cauchy
	Runge-Kutta-Verfahren
	Runge-Kutta Verfahren
	Beispiel zu Runge-Kutta 2. Ordnung
	Runge-Kutta Verfahren
	Runge-Kutta-Verfahren
	Beispiel zu Runge-Kutta 4. Ordnung
	Abschlie{ss }ende Diskussion zu DGLs

